MATRICES
EXERCICES

# Exercice 1 Parmi les matrices suivantes, effectuer tous les produits possibles de deux matrices
(ilyena9):

A=(12 3);B=(11 2 2);0:(1 21 2);

2 0 20

N (LAY

D=\| 2|, FE i F = 3 1

3 2 1 1 -2 1

0 3 1

4 =2 0 -3 2 0
& Exercice 2 Soient A = 6 -3 0 et B = -6 4 0
3 -2 1 -3 2 0

Calculer AB et BA. En déduire que ni A ni B n’est inversible.

# Exercice 3 Soient A et B deux matrices nilpotentes de ., (K) qui commutent.
Montrer que AB et A+ B sont nilpotentes.

a+c b —c
# Exercice 4 Si (a,b,c) € R?, on note M (a,b,c) = b a+2 —b et
—c -b a+tc

A={M(a,b,c), (a,b,c) € R?}
1. Montrer que toute combinaison linéaire d’éléments de A est dans A.

2. Montrer que tout produit d’éléments de A est dans A

0 1 1
# Exercice 5 Soita € Ret A= 1 1 1 | euz(C).
1 1 a

1. Déterminer le rang de A selon les valeurs de a.

2. En déduire les valeurs de a pour lesquelles A est inversible et préciser son inverse.

# Exercice 6 A l'aide d’une matrice nilpotente, calculer A™, n € Z, ou
-1 a a
A= 1 -1 0 ,aeC
-1 0 -1

& Exercice 7 Soit A = < a
c d

b > € M5 (K). On note trA = a+d la trace de A et det A = ad—bc

son déterminant.

1. Montrer que : A? — (trA) A + (det A) Iy = 0g5. (théoréme de Cayley-Hamilton pour la
dimension 2)

2. En déduire que A est inversible si et seulement si ad — be # 0. Préciser alors son inverse.

# Exercice 8 Soient (z,), (yn) et (z,) les suites définies par récurrence par xo = 1, yo = —1,
zo=1et
Tny1 = 4Tn — 3Yn — 32n
Vn € N, Unt+1 = 3Tp — 2Yn — 32
Zn+1 = 3Tpn — 3Yn — 22
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4 -3 -3
1. Calculer les puissancesde A = | 3 —2 —3 | al’aide d’'un polynéme annulateur et de
3 -3 -2

suites récurrentes.

2. En déduire les expressions de (z,,) (yn) et (25,) en fonction de n.

# Exercice 9 On considére les matrices :

-1 2 2 2 -1 -1 1 1 11
A= 2 -1 2 ,P:§ -1 2 -1 etQ:§ 1 11
2 2 -1 -1 -1 2 1 11

1. Calculer P?, Q?, PQ et QP.
2. Déterminer deux réels a et b tels que : A = aP + b(Q).
3. Montrer que : Yn € N, A" =a"P + b"Q.

1 0 a a?
# Exercice 10 Soita e R*et A== a1 0 a
3 a2 a1 0

1. Trouver deux réels a et 3 tels que : A% + oA + I3 = 0.

2. Montrer qu’il existe deux suites (a,) et (by,) telles que Vn € N*, A" = a, A + b,I,. (On
pourra trouver une relation de récurrence, puis déterminer explicitement ’expression de
a, et by, en fonction de n.)

1 1 1
# Exercice 11 Soit A = 1 00
1 00

1. Montrer qu’il existe deux suites (a,) et (b,) telles que ¥n € N*, A" = a, A + b, A2

2. Calculer (ay) et (by,) et en déduire la forme générale de A", n € N*.
n
# Exercice 12 Soit A = (a;5) € 4, (K). On appelle trace de A le scalaire noté Tr (A) = > ay;.
i=1

1. Montrer que pour (A4, B) € 4, (K)* et (A, 1) € R2, Tr(AA + uB) = NTrA + uTrB
2. Montrer que pour (A, B) € .4, (K)?, Tr(AB) = Tr (BA)
3. Montrer que pour A € 4, (K) et P € GL, (K), on a Tr (PAPfl) =TrA

# Exercice 13
1. Soit A € 4, (K) et P € GL, (K), et B= PAP~!. Calculer A* (k € N) a l'aide de A et

P
2 -1 2 1 1 1
2. Application : soit A= -1 2 2 eteP=[1 -1 1
2 2 -1 1 0 =2

Calculer D = P~YAP et en déduire les puissances de A

0 1 Lo 1o
# Exercice 14 Calculer les inverse de A = -1 0 1 et B = 02 1 1
-l 43 2 4

# Exercice 15 Soient n € N* et w = e2™/" et A = (a;;) € M,, (R) définie par a;; = w(~DU=1),
On note A la matrice de terme général @;;. Calculer AA et en déduire que A est inversible et
donner A7,
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# Exercice 16 On note J,, € ., (K) la matrice dont tous les termes valent 1.

1. Soit A € A, (K), et o la somme de tous les coefficients de A.
Montrer que J, AJ, = 0.J,. Que vaut J2?

. o B , . . aij =0 sizt= ]
2. Soit A = (a;;) € M, définie par : { ay =1 sinon

Montrer que A € GL,, (R) et calculer A~L.
aij =a Sii=]

3. Etudier I'inversibilité de A = (a;;) € 4, définie par : { ay—b sinon

# Exercice 17 Soit A € 4, (R) une matrice nilpotente d’ordre p > 1. On pose B = I,, — A.

1. Montrer que B est inversible et exprimer son inverse a I’aide de A (penser a la factorisation

de I — AP)
1 -1 0 O
o 0 1 -1 0 1
2. Application : B = 0 0 1 1 |- Montrer que B € GL4 et calculer B
0 0 0 1

# Exercice 18 Démontrer le résultat suivant : Soit A = (a;;) € 4}, (K) une matrice a diagonale
strictement dominante, c¢’est-a-dire vérifiant :

Vi€ [1,n], laul > lagl.
J#i
Alors A est inversible.

# Exercice 19 Matrices élémentaires : si (k,£) € [1,n]?, on considére la matrice Ey, de ., (K)
dont tous les termes sont nuls hormis le terme d’indice (&, ¢) qui vaut 1.

1. Exprimer le terme général de Eyy a 'aide du symbole de Kronecker §. On rappelle que

5., { Lsii=
0 sinon
Exprimer une matrice A = (a;5) € 4, (K) a 'aide des matrices Ejy.
Pour (k,£,p,q) € [1,n]*, calculer EgE,,.
Pour A = (ai;) € A, (K), calculer AEy, et EjA.
En déduire que la multiplication a gauche de A par I,, + AE,, opére L, <= L, + AL,.

SIS A T o

[*] Déterminer toutes les matrices A de ., (K) vérifiant :

VM e #, (K), AM =MA
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