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Matrices

Exercices

✍ Exercice 1 Parmi les matrices suivantes, effectuer tous les produits possibles de deux matrices
(il y en a 9) :

A =
(

1 2 3
)

; B =
(

1 1 2 2
)

; C =

(

1 2 1 2
2 0 2 0

)

;

D =





1
2
3



 ; E =









1 2 1
−2 −1 0
2 1 −1
0 3 1









; F =





1 2
3 1
−2 1





✍ Exercice 2 Soient A =





4 −2 0
6 −3 0
3 −2 1



 et B =





−3 2 0
−6 4 0
−3 2 0



 .

Calculer AB et BA. En déduire que ni A ni B n’est inversible.

✍ Exercice 3 Soient A et B deux matrices nilpotentes de Mn (K) qui commutent.
Montrer que AB et A+B sont nilpotentes.

✍ Exercice 4 Si (a, b, c) ∈ R
3, on note M (a, b, c) =





a+ c b −c
b a+ 2c −b
−c −b a+ c



 et

A =
{

M (a, b, c) , (a, b, c) ∈ R
3
}

1. Montrer que toute combinaison linéaire d’éléments de A est dans A.

2. Montrer que tout produit d’éléments de A est dans A

✍ Exercice 5 Soit a ∈ R et A =





0 1 1
1 1 1
1 1 a



 ∈M3 (C) .

1. Déterminer le rang de A selon les valeurs de a.

2. En déduire les valeurs de a pour lesquelles A est inversible et préciser son inverse.

✍ Exercice 6 A l’aide d’une matrice nilpotente, calculer An, n ∈ Z, où

A =





−1 a a

1 −1 0
−1 0 −1



 , a ∈ C

✍ Exercice 7 Soit A =

(

a b

c d

)

∈M2 (K) . On note trA = a+d la trace de A et detA = ad−bc

son déterminant.

1. Montrer que : A2 − (trA) A + (detA) I2 = 02,2. (théorème de Cayley-Hamilton pour la
dimension 2)

2. En déduire que A est inversible si et seulement si ad− bc 6= 0. Préciser alors son inverse.

✍ Exercice 8 Soient (xn) , (yn) et (zn) les suites définies par récurrence par x0 = 1, y0 = −1,
z0 = 1 et

∀n ∈ N,







xn+1 = 4xn − 3yn − 3zn
yn+1 = 3xn − 2yn − 3zn
zn+1 = 3xn − 3yn − 2zn
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1. Calculer les puissances de A =





4 −3 −3
3 −2 −3
3 −3 −2



 à l’aide d’un polynôme annulateur et de

suites récurrentes.

2. En déduire les expressions de (xn) (yn) et (zn) en fonction de n.

✍ Exercice 9 On considère les matrices :

A =





−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1



, P =
1

3





2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2



 et Q =
1

3





1 1 1
1 1 1
1 1 1





1. Calculer P 2, Q2, PQ et QP .

2. Déterminer deux réels a et b tels que : A = aP + bQ.

3. Montrer que : ∀n ∈ N, An = anP + bnQ.

✍ Exercice 10 Soit a ∈ R
∗ et A =

1

3





0 a a2

a−1 0 a

a−2 a−1 0





1. Trouver deux réels α et β tels que : A2 + αA+ βI3 = 0.

2. Montrer qu’il existe deux suites (an) et (bn) telles que ∀n ∈ N
∗, An = anA + bnIn. (On

pourra trouver une relation de récurrence, puis déterminer explicitement l’expression de
an et bn en fonction de n.)

✍ Exercice 11 Soit A =





1 1 1
1 0 0
1 0 0



 .

1. Montrer qu’il existe deux suites (an) et (bn) telles que ∀n ∈ N
∗, An = anA+ bnA

2

2. Calculer (an) et (bn) et en déduire la forme générale de An, n ∈ N
∗.

✍ Exercice 12 Soit A = (aij) ∈Mn (K). On appelle trace de A le scalaire noté Tr (A) =
n
∑

i=1
aii.

1. Montrer que pour (A,B) ∈Mn (K)2 et (λ, µ) ∈ R
2, Tr (λA+ µB) = λTrA+ µTrB

2. Montrer que pour (A,B) ∈Mn (K)2 , Tr (AB) = Tr (BA)

3. Montrer que pour A ∈Mn (K) et P ∈ GLn (K) , on a Tr
(

PAP−1
)

= TrA

✍ Exercice 13

1. Soit A ∈Mn (K) et P ∈ GLn (K) , et B = PAP−1. Calculer Ak (k ∈ N) à l’aide de A et
P

2. Application : soit A =





2 −1 2
−1 2 2
2 2 −1



 et P =





1 1 1
1 −1 1
1 0 −2



.

Calculer D = P−1AP et en déduire les puissances de A

✍ Exercice 14 Calculer les inverse de A =





0 −1 1
−1 0 1
1 1 −1



 et B =









2 1 1 3
1 0 −1 0
0 2 1 1
4 3 2 4









✍ Exercice 15 Soient n ∈ N
∗ et ω = e2iπ/n, et A = (aij) ∈ Mn (R) définie par aij = ω(i−1)(j−1).

On note A la matrice de terme général aij. Calculer AA et en déduire que A est inversible et
donner A−1.
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✍ Exercice 16 On note Jn ∈Mn (K) la matrice dont tous les termes valent 1.

1. Soit A ∈Mn (K) , et σ la somme de tous les coefficients de A.
Montrer que JnAJn = σJn. Que vaut J2

n ?

2. Soit A = (aij) ∈Mn définie par :

{

aij = 0 si i = j

aij = 1 sinon
.

Montrer que A ∈ GLn (R) et calculer A−1.

3. Etudier l’inversibilité de A = (aij) ∈Mn définie par :

{

aij = a si i = j

aij = b sinon
.

✍ Exercice 17 Soit A ∈Mn (R) une matrice nilpotente d’ordre p > 1. On pose B = In −A.

1. Montrer que B est inversible et exprimer son inverse à l’aide de A (penser à la factorisation
de I −Ap)

2. Application : B =









1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1









. Montrer que B ∈ GL4 et calculer B−1

✍ Exercice 18 Démontrer le résultat suivant : Soit A = (aij) ∈Mn (K) une matrice à diagonale
strictement dominante, c’est-à-dire vérifiant :

∀i ∈ J1, nK, |aii| >
∑

j 6=i

|aij | .

Alors A est inversible.

✍ Exercice 19 Matrices élémentaires : si (k, ℓ) ∈ J1, nK2, on considère la matrice Ekℓ de Mn (K)
dont tous les termes sont nuls hormis le terme d’indice (k, ℓ) qui vaut 1.

1. Exprimer le terme général de Ekℓ à l’aide du symbole de Kronecker δ. On rappelle que

δij =

{

1 si i = j

0 sinon

2. Exprimer une matrice A = (aij) ∈Mn (K) à l’aide des matrices Ekℓ.

3. Pour (k, ℓ, p, q) ∈ J1, nK4, calculer EkℓEpq.

4. Pour A = (aij) ∈Mn (K) , calculer AEkℓ et EkℓA.

5. En déduire que la multiplication à gauche de A par In + λEpq opère Lp ← Lp + λLq.

6. [∗] Déterminer toutes les matrices A de Mn (K) vérifiant :

∀M ∈Mn (K) , AM = MA
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